
Problem 1. NishTel

Rexeǌe: Zadatak je ekvivalentan slede�em: dat je usmereni te�inski graf i dva is-
taknuta qvora A i B, tako da je svaki qvor dosti�an iz ǌih. Potrebno je obrisati xto
vixe grana tako da du�ine najkra�ih puteva od A i B do svih ostalih qvorova ostanu iste.

Pustimo Dijkstru iz qvorova A i B. Za svaki qvor v, oznaqimo sa DA[v] i DB [v], nakra�a
rastojaǌa od A i B, redom, do qvora v. Grana (u, v) pripada nekom od najkra�ih puteva od
qvora A do qvora v ako i samo ako je w(u, v) = DA[v] −DA[u] (∗). Analogno i za qvor B, pa
sve grane za koje nijedan od uslova nije zadovoǉen mo�emo odmah obrisati.

Obojimo sve grane koje zadovoǉavaju uslov (∗) u plavo, a one koje zadovoǉavaju ogo-
varaju�i uslov za B, u crveno. Plave grane obrazuju usmereni acikliqni graf u kome je
samo qvor A sa ulaznim stepenom 0. Doka�imo slede�e tvr�eǌe:

Du�ine svih najkra�ih puteva od qvora A u novom grafu (posle brisaǌa nekih grana) �e
ostati iste ako i samo ako za svaki qvor v 6= A postoji plava grana (u, v) koja nije obrisana.

Zaista, ukoliko za svaki qvor postoji odgovaraju�a plava grana, kretaǌem unazad plavim
granama dolazimo do qvora A (zbog acikliqnosti) a zbog uslova (∗) taj put je najkra�i put
iste du�ine kao i pre brisaǌa. Obratno, ako va�i prvi deo tvr�eǌa i postoji qvor v 6= A
za koji ne postoji ulazna plava grana, tada na osnovu (∗), najkra�i put do v je du�i nego
xto je bio pre (ili uopxte ne postoji), xto je kontradikcija. Prema tome, tvr�eǌe va�i.

Analogno tvr�eǌe va�i i za crvene grane. Odatle sledi, da bi obrisali maksimalan
broj grana, za svaki qvor v 6= A treba ostaviti jednu plavo-crvenu ulaznu granu, ako postoji,
inaqe jednu plavu i jednu crvenu ulaznu granu, a sve ostale grane obrisati. Zaista, uvek
posmatramo disjunktne podskupove grana (prema qvoru u koji ulaze), pa izbori ne utiqu
jedan na drugi. Prema tvr�eǌu, novodobijeni graf zadr�ava najkra�e puteve i obrisano je
maksimalno grana.

Slo�enost je O(n2) ili O(m log n) za Dijkstru + O(n+m) za konstrukciju plavog i crvenog
aciklicnog grafa i brisaǌe odgovaraju�ih grana.

Rb n m Rb n m

01 6 9 11 6000 20.000
02 15 32 12 6000 25.000
03 50 98 13 8000 30.000
04 100 1000 14 8000 40.000
05 100 1000 15 10.000 50.000
06 200 39.800 16 10.000 50.000
07 200 40.000 17 10.000 50.000
08 500 15.000 18 10.000 100.000
09 1000 10.000 19 10.000 100.000
10 1000 10.000 20 10.000 100.000
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